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Hansruedi Kaiser
Fachrechnen vom Kopf auf die Fiisse gestellt

Mathematische Konzepte

Minuszeichen

Der folgende Text ist ein Versuch. Aus der Fachliteratur ist zwar bekannt, dass die hier
angegangenen Probleme existieren. Was ich dazu schreibe, ist aber am Schreibtisch
entstanden und noch nicht erprobt. Es ist daher noch unklar, ob die hier gewdhlte
Darstellung fiir Berufsschullehrpersonen versténdlich und niitzlich ist. Fiir Riickmel-
dungen bin ich dankbar!

Wie andere beim Rechnen bzw. in der Mathematik verwendeten Zeichen (fachrech-
nen: Gleichheitszeichen und fachrechnen: Bruchstriche) wird auch das Minuszeichen in
mehreren verschiedenen Bedeutungen bzw. Funktionen eingesetzt. Dass die Lernen-
den daher manchmal verwirrt sind, ist verstandlich. Man kann ihnen helfen, indem
man sie dabei unterstitzt, geeignete Vorstellungen fiir die verschiedenen Funktionen
aufzubauen.

1 Drei Verwendungen des Minuszeichens

Es lassen sich mindestens die drei folgenden Verwendungen des Minuszeichens un-
terscheiden (Coutat & Dorier 2016):

1.1 Operation ,Wegnehmen“: 5 -3

Dies ist die urspriinglichste Verwendung des Minuszeichens und auch diejenige, wel-
che man typischerweise als erste kennenlernt. Solange das Resultat der Operation
grosser oder gleich Null ist, dlirften die wenigsten Lernenden damit Schwierigkeiten
haben.

1.2 Kennzeichen einer negativen Zahl: -3

Iu

yunter null” gerdat man bspw. in der Buchhaltung, wenn man 3 Franken besitzt und 5
Franken ausgibt und nun 2 Franken Schulden hat — was man als ,,-2“ schreiben kann.
Zumindest in Europa taten sich aber selbst die Mathematiker lange Zeit schwer, so

etwas wie ,,-2“ als Zahl anzuerkennen. So schrieb bspw. D’Alembert (ein bekannter
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und geschatzter Mathematiker) noch 1784 in einem Artikel: ,, ... dass man die Gréssen,
die man negative nennt ... falschlich als unterhalb der Null gelegen ansieht”
(D’Alembert 1784, S. 73; mehr dazu im Anhang).

Und Kant meinte, dass zwar bspw. Schulden das Gegenteil, die Negation eines Gutha-
bens sind, und dass 2 Franken Schulden 2 Franken Guthaben aufheben, so dass man
sie auch verrechnen kann. Es sei aber absurd zu sagen, dass 2 Franken Schulden ge-
schrieben als ,,-2“ weniger als 0 bzw. weniger als Nichts sei (Kant 1797). Dass negative
Zahlen und positive Zahlen zwei verschiedene Sorten von Zahlen sind, die eigentlich
beide , positiv” zu verstehen sind, findet man heute noch, wenn in einer Buchhaltung
Schulden durch rote Zahlen und ohne Minuszeichen dargestellt werden.

Erst im 19. Jahrhundert konnte sich die Vorstellung der Zahlengeraden etablieren, auf
der man ausgehend von 0 nicht nur nach ,rechts” in Richtung immer grésserer Zahlen
gelangt sondern auch nach , links” in Richtung immer kleinerer Zahlen. Und erst
dadurch wurden bspw. die Voraussetzungen fiir die Temperaturskala von Celsius ge-
schaffen, bei der ,,-4 Grad” tatsachlich weniger als ,,0 Grad” sind und bei der sich ,,-4
Grad” und ,,+4 Grad“ nicht in dem Sinn aufheben, wie sich Schulden und Guthaben
aufheben. Damit hatte das Minuszeichen eine zweite Funktion erhalten als Kenn-
zeichnung flr Zahlen, die mehr oder weniger weit unter 0 liegen.

1.3 Negation: -(-3) = (+3)

Hat man 6 Franken in bar aber auch noch 3 Franken Schulden, so besitzt man eigent-
lich nur 3 Franken. Kurz kann man das schreiben als 6 + (-3) = 3. Werden die 3 Franken
Schulden irgendwie bezahlt, dann besitzt man wieder volle 6 Franken. Kurz: 3 -(-3) =6
d.h. -(-3) hat denselben Effekt wie +3. Oder in den Worten Kants ausgedriickt: Die
Negation von 3 Franken Schulden ist 3 Franken Guthaben — und umgekehrt. Beginnt
man also mit negativen Zahlen zu rechnen, kann das Minuszeichen drittens als Nega-
tion verstanden werden. + (-3) hat den umgekehrten Effekt wie + (+3), -3 hat den
umgekehrten Effekt wie +3.

Zusammengefasst lassen sich also folgende drei Verwendungszwecke des Minuszei-
chens unterschieden, die man auseinanderhalten muss und die oft bunt gemischt
auftreten:

e Operation ,Wegnehmen“: 5 - 3
e Vorzeichen negativer Zahlen: -3
e Negation: -(-3) = (+3)

2 Ein verbindende Vorstellung

Fiir viele Lernende ist der Punkt, an dem sie definitiv an die Grenzen ihres Verstand-
nisses des Minuszeichens gelangen, bei Rechnungen zu ,Minus mal Minus” erreicht,
also bspw. (-2) x (-3) = (+6). Hier kann das Minuszeichen definitiv nicht mehr mit der
vertrauten Handlung des ,Wegnehmens” in Verbindung gebracht werden. Dadurch ist
das, was geschieht, nicht fassbar. Und da man sich bei rechnerischen Operationen nur
sicher fiihlt, wenn man sie im wortlichen Sinn erfassen, in die Hand nehmen kann,
setzt eine grosse Unsicherheit ein (Lakoff & Nufez 200, Coutat & Dorier 2016).
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Man kann den Lernenden helfen, alle drei Funktionen des Minuszeichens fassbar zu
machen, indem man sie anhand der Zahlengeraden interpretiert.

2.1 Vorzeichen negativer Zahlen

Auf der Zahlengeraden ist eine Zahl ein Zdhlvorgang, der bei 0 beginnt und an einer
bestimmten Stelle endet. 3 steht fiir: ,Ich starte bei 0 und gehe Schritt um Schritt
zahlend 1,2,3“. Man kann das durch einen mehr oder weniger langen Pfeil ausgehend
von 0 darstellen.

(+4)

Das Minuszeichen bei (-4) signalisiert dann, dass ich nach links anstatt nach rechts
starten soll.

2.2 Operation ,Wegnehmen”

Im Bild der Zahlengerade ist eine Operation immer eine Anweisung, wie mehrere
solche als Pfeile dargestellte Zdhlvorgange zu verknipfen sind. Das Minuszeichen
bedeutet, dass man vom Punkt ausgehend, den man nach dem ersten Zahlvorgang
erreicht hat einen zweiten solchen Vorgang nach links hin starten soll. 4 - 3 meint so
interpretiert also: Zahle zuerst 1,2,3,4 nach rechts und dann von dort aus 1,2,3 nach
links.

Umgekehrt steht das Pluszeichen bei 4+3 dafiir, dass man nach rechts weiterzahlt. Das
Minuszeichen signalisiert also in dieser Funktion, dass man nach links weitermachen
soll. So gesehen wird auch deutlich, warum sich die beiden Funktionen Vorzeichen
und Operator vertragen, denn man kann das Vorzeichen auch einfach als Abkiirzung
fir die Operation ,,Zahle zuerst nichts und zdhle dann nach links“ verstehen.
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2.3 Negation

Die durch das Minuszeichen dargestellte Negation ist auf der Zahlengeraden auch eine
Operation. Sie ist aber nicht eine Anweisung, wie man weiterzdhlen soll, sondern wie

man den beim ersten Zdhvorgang entstandenen ,,Pfeil” verdandern soll. -(-3) kann man
verstehen als: Zdhle zuerst 1,2,3 nach links und drehe dann den Pfeil 180 Grad um den

Nullpunkt.

Ein Gegenstiick zu dieser Drehung symbolisiert durch das Pluszeichen gibt es nicht.
Auch wenn man einen Pfeil von rechts nach links drehen will, schreibt sich das mit
Hilfe des Minuszeichens: -(+4) = (-4).

2.4 Warum gibt (-2) x (-3) sechs?

Damit sind alle drei Funktionen des Minuszeichens handgreiflich im Zdhlen und mani-
pulieren auf der Zahlengerade verankert. Um die Multiplikation mit negativen Zahlen
greifbar zu machen, muss allerdings zuerst auch noch die Multiplikation im Bild der
Zahlengerade interpretiert werden.

Die Multiplikation ist hier eine Operation im gleichen Sinn wie die Negation. Sie gibt
eine Anweisung, wie man den beim ersten Zahlvorgang entstandenen ,Pfeil” verdn-
dern soll. (-2) x 3 kann man verstehen als: Zdhle zuerst nach links 1,2 und strecke dann
den Pfeil auf das Dreifache, also (-2) x 3 = (-6).

(-2)x3

Die beiden Zahlen (-2) und 3 haben hier zwei verschiedene Funktionen. Die erste Zahl
ist eine ,abgezahlte” Zahl (dargestellt als Pfeil), die zweite ist als Streckungsfaktor Teil

des Operators.
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Und so wird deutlich wie man (-2) x -3 interpretieren muss: ,,mal -3“ ist ein komplexer
Operator, zusammengesetzt aus einer Streckung (mal) und einer Drehung (minus in
der Bedeutung Negation), also (-2) x -3 = (+6).

(-2) x-3

Deutlicher sichtbar wiirde das, wenn man -((-2) x 3) schreiben wiirde. Die (ibliche
Notation (-2) x (-3) wird gewahlt, da man die Rollen von (-2) und (-3) tauschen kann.
Wenn wir (-3) als abgezahlte Zahl interpretieren, diese dann auf das Doppelte stre-
cken (x2) und anschliessend drehen (-), dann erhalten wir auch (+6). Das ist sehr ele-
gant, fihrt aber dazu, dass in der schriftlichen Darstellung beim Operator ,x (-3)“ die
zusammengehorenden Teile der Multiplikation (x3) durch das Minuszeichen ausei-
nander gerissen werden — was Verwirrungen eher fordert als mindert.
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Anhang: D’Alemberts Uberlegung

Stellen wir uns beispielsweise vor, gesucht sei der Wert einer Zahl x, die zu 100 hinzu-
gefiigt wird, so dass es 50 macht, dann hat man nach den Regeln der Algebra x +100 =
50 und x = -50, was zeigt, dass die Gréfse x gleich 50 ist, und dass sie, statt zu 100
hinzugefiigt zu werden, abgezogen werden muss, so dass man das Problem so hiitte
formulieren miissen: zu finden ist eine Gréf3e x, bei deren Abzug von 100 ein Rest von
50 bleibt; und wenn man das Problem so formulierte, hdtte man 100 - x = 50 und x =
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50 und die negative Form von x bestiinde nicht mehr. So deuten die negativen Gréfien
in der Rechnung in Wirklichkeit positive GréfSen an, aber solche, die man in einer fal-
schen Position vermutet hat. (D’Alembert 1783, S. 73)
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